7.3.9 Nerovnice pro polorovinu

Predpoklady: 070308

Pedagogicka poznamka: Priklad 1 neni pro dalsi pribéh hodiny dtlezity, ma smysl pouze
jako opakovani a zaplnéni ¢asu pii zapisovani do tfidnice. Nema smysl kvili nému
ptilis ztracet ¢as (dokonce premyslim, zda by nebylo lepsi ho zcela vynechat).
Stejné tak neni moc ucelné piilis dlouho setrvavat u vysvétlovani a odvozovani
nerovnice poloroviny. Nésledujici dva ptiklady by naopak na fadu pfijit m¢ly.

Pr.1: Urci prusecik piimek p a ¢g. Na zdkladé¢ vysledku rozhodni o jejich vzajemné poloze.
x=2+5¢

: q:4x-5y+15=0.
y=5+4r,0p T

P

' Prisecik leZi na obou pfimkdch = musi vyhovovat obéma vyjddfenim = feSime soustavu ti{
' rovnic o tfech nezndmych.

 X=2+5¢
L y=5+4¢ = Z prvnich dvou rovnic dosadime do tfeti rovnice.
C4x=5y+15=0

4(2+5t)=5(5+4t) +15=0

- 8+20r—25-20r+15=0

C=2=0

- Soustava nemd feeni = pifmky nemaijf spoleény bod = pifmky p, g jsou rovnob&Zné.

Pr.2: Rozhodni, zda se piimka r:x—2y—1=0 protina s useckou PQ, P[—3;3] , Q[O; 2] .
Ptiklad feS v levé poloviné stranky.

Usecku umime vyjadfit pouze parametricky.

Smérovy vektor: Upy = Oo-pP= (3; —1) , pocatecni bod P[—3;3] =
| x=-3+3
y=3-1,10(0;1
' Hledén{ priiniku je stejné jako u pfedchoziho piikladu. Musime dét pozor, zda hodnota
parametru, ktery ptipadné ziskdme, lezi v intervalu <0;1>.

usecka PQ: >, t D<0;1> (jde pouze o usecku s pocdteCnim bodem P).

x=-3+3¢
L y=3-t
S x=2y-1=0

- -3+3t-2(3-1)-1=0

=343t-6+2r-1=0

- 5t=10

t =2 = Prusecik ptimky p s pfimkou PQ lezi na polopiimce PQ za bodem Q =
' ptimka r se s tiseCkou PQ neprotina.



Pedagogicka poznamka: Pokud opét narazite na problém s vyjadienim piimky, nema cenu
situaci piili§ zdrzovat.

Nyni zkusime vyfesit predchozi ptiklad obecné.
Pr.3: Je dana pfimka r:ax+by+c =0 abody P[pl;pz] , Q[ql;qz] . Napi§ parametrické

vyjadieni ptimky PQ a urci prusecik ptimky r s iseckou PQ. Ptiklad fes v pravé
poloving stranky analogicky pfedchozimu piikladu s konkrétnim zadanim.

Postupujeme stejné jako v pfedchozim piikladu, nyni s pismenky misto Cislic.
Smérovy vektor: u,, =Q—-P = (q1 - Diiq, — pz) , pocatecni bod P[pl; pz] =
- x=p*t(g-p

' PO: 1 (% 1)

- yEp (e p)
- Resfme soustavu rovnic.
XEn +1(q,~p))
y=p,+i(q,— p,)
Lax+by+c=0

- Z prvnich dvou rovnic dosadime do treti.
a[pl +t(% _P1)]+b[P2 +t(% _pz):|+c =0

' Rozndsobime hranaté zavorky: ap, +at (q1 - pl) +bp, +bt (q2 - pz) +c=0.

, 1 D<0;1> (jde pouze o tsecku s po¢ateCnim bodem P).

Rovnost ap, +at (q1 - pl) +bp, +bt (q2 - pz) + ¢ =0 vypada hriizostrasné, pfesto je v podstaté

jednoduchd. Pro konkrétni zadani (jako v ptikladu 2) ve vyrazu vlevo zbude pouze jedina
nezndmad ¢ (kterou mizeme stejné jako v piikladu 2 snadno vypocitat).

Prostudujeme vyraz ap, +at (q1 - pl) +bp, +bt (q2 - pz) +c¢ (leva strana rovnice):

* znamend hodnotu (¢islo), kterou ziskdme dosazenim bodu na pitimce PQ do rovnice
piimky r (jakmile zvolime 7, mame konkrétni bod na pifimce PQ a vyraz pro konkrétni
zadani neobsahuje Zddnou proménnou),

e jde o ptedpis linedrni funkce promeénné ¢: f (t) :Y = At + B, kde plati:
At+B=|a(q,~p,)+b(q,=p,)]t+ap, +bp, +c=0.

Jakd je hodnota funkce f (¢):Y = Ar+B v bod& P?

Pro bod P plati:  =0. Dosadime do vyrazu t =0:

ap, +a (g, = p,)+bp, +b[0(q, = p,) +c=ap, +bp, +c.

Plati tedy: f (P) =f (0) =ap, +bp, + ¢ = dosazeni bodu P do rovnice pifimky r.

Jakd je hodnota funkce f (¢):Y = At +B v bod& Q?
Pro bod Q plati: # =1. Dosadime do levé strany rovnice:
ap, +aD](41 _p1)+bpz +blj](42 _Pz) te=

= ap, +aqyap, +bp, +bg, ~bp, +c =aq, +bg, +¢ =0’



Plati tedy: f (Q) =f (1) =agq, +bq, +c = dosazeni bodu Q do rovnice piimky r.

Co tikaji hodnoty funkce f (t) :Y = At + B o prisecicich usecky PQ s piimkou r?
Pokud se usecka PQ s ptfimkou r protne, musi pro néjakou hodnotu parametru ¢ D<0;1> platit

rovnice ap, +at(ql —pl) +bp, +bt(q2 —pz) +c=0 = funkce f (t) :Y = At + B musi
dosdhnout nulové hodnoty.

Kdy dosahuje linedrni funkce nulové hodnoty?
A A

 / v  / v
Z grafu linearni funkce je vidét, Ze nekonstantni linearni funkce dosahuje nulové hodnoty
pouze v bod¢, kde funkce méni znaménka = tsefka PQ se protne s piimkou r ve vnitinim

bod&, pravé kdyZz maji &isla f(P)=f(0)=ap, +bp, +c a f(Q)=f(1)=agq, +bq, +c
opacna znaménka.
= DokaZeme poznat, zda dva body leZi ve stejné poloroviné s hranicni pfimkou r: pokud lezi

ve stejné poloroving, dsecka, kterou tvoii, se neprotind s pfimkou r a funkéni hodnoty maji
stejné znaménko = obecnd rovnice ptimky ndm néco fikd i o bodech, které na ni nelezi.

Jestlize pfimka p ma obecnou rovnici ax +by +c =0, pak jedna polorovina
s hrani¢ni pfimkou p je mnozina bodi X [x; y] , pro které plati ax+by+c=0 a

druhd polorovina je mnoZina bodi X [x; y] , pro které plati ax+by+c<0.

Dodatek: Znaménko vyrazu ax + by + ¢ netika nic o tom, zda bod leZi nad nebo pod
pfimkou (kdybychom ptivodni rovnici pfimky vyndsobili zdpornym c¢islem
znaménko vyrazu by se obrétilo). Jediné, co z n¢j zatim muzZeme ziskat, je jeho
srovnani se znaménkem jiného bodu a tedy informace, Ze dva body lezi ve stejné
poloroving.

Pedagogicka poznamka: Ne vSichni studenti budou schopni o hodiné€ pochopit odvozeni
nerovnice poloroviny. Myslim, Ze je zbyte¢né se kvuli tomu dlouho zastavovat,
urcité se spokoji s obsahem ramecku. VyfeSeni nasledujiciho piikladu je pro né
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H Pf.4: Rozhodni, zda body P[—3;3] , Q[O; 2] lezi v jedné poloroving ohranicené piimkou
‘ rix=2y-1=0.

i Postupujeme podle piedchozich tvah:
o dosazeni bodu P[—3;3] do rovnice ptimky r: x—-2y-1=-3-23-1=-10,
* dosazeni bodu Q[O; 2] do rovnice pfimky r: x—2y—-1=0-2[12-1=-5.
.V obou piipadech jsme ziskali hodnoty se stejnym znaménkem = body P, Q leZi vzhledem
- k pfimce r v jedné poloroving (uz vime z piikladu 2, kde jsme zjistili, Ze dse¢ka PQ nema
. s ptimkou r Zadny prusecik).

Pedagogicka poznamka: Metou této hodiny je, aby studenti pochopili odvozeni, ale pokud
v ptikladu 4 védi, co maji ud€lat, je to také tspéch.

Pr.5: Jsou ddny body A[l; 2], B[—l;—l], V[—3;1] a K[S;—6] . Rozhodni vypoctem, zda
bod K lezi uvnitf konvexniho thlu AVB.

A
K
X

! B
- Z obrazku je vidét, Ze pokud mé bod K leZet uvniti konvexniho tihlu AVB musi:

- vzhledem k hrani¢n{ pifmce VB leZet ve stejné poloroving jako bod A,
i » vzhledem k hrani¢ni piimce VA lezet ve stejné poloroviné jako bod B.
' Hrani¢ni pfimka VB
Smérovy vektor: B-V = (2; —2) =u, = (1; —1) , normalovy vektor: n,, = (1;1) => rovnice:
x+y+c=0.
- Dosadime bod B: (—1) + (—1) tc=0=>c=2.
' Obecn4 rovnice piimky VB: x+y+2=0.
- Dosadime bod A: x+y+2=1+2+2=5.
- Dosadime bod K: x+y+2=5+(-6)+2=1.
. = Stejnd znaménka => body A a K leZ{ ve stejné poloroving s hrani¢ni pifmkou VB.
- Hrani¢ni pfimka VA
- Smérovy vektor: A=V = (4;1) =>u, = (4;1) )
' Normélovy vektor: n,, = (1; —4) = rovnice: x—4y+c=0.
- Dosadime bod A: 1-42+c=0=c=7.
. Obecnd rovnice piimky VA: x—4y+7=0.
' Dosadime bod B: x—4y+7=(-1)-4(-1)+7=10.
' Dosadime bod K: x—4y+7= 5—4(—6) +7=36.
. = Stejnd znaménka = body B a K leZ{ ve stejné poloroving s hraniéni ptimkou VA
. = bod K lezi uvnitf konvexniho thlu AVB.



Pr. 6: Petiakova:
strana 106/cviCeni 24 a)
strana 106/cvic¢eni 26
strana 106/cviCeni 28

Shrnuti: Obecna rovnice pfimky nese informaci i o bodech, které na ni nelezi. Dosazenim
muZeme ze znamének rozhodnout, zda body leZi ve stejné poloroving.



